Глава V. Прикладные краевые задачи оптимального управления

На основе результатов, полученных в Гл. I-IV  по решению краевых задач оптимального управления, рассматриваются алгоритмы решения следующих задач: задача о брахистохроне, задача о стабилизации спутника, задача о вертикальном подъеме ракеты – зонда, задача о спуске космического аппарата, задача о движении тела переменной массы. Для каждой задачи приведены принцип погружения, существование решения, построения допустимого управления и оптимального решения.
§ 5.1. Задача о брахистохроне

В 1896 году И.Бернулли предложил всем математикам мира  следующую задачу. В вертикальной плоскости даны две точки – 
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, расположенные на различных уровнях. Требуется соединить их такой главной линией, двигаясь по которой, тело под действием собственной тяжести пройдет путь от 
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 за кратчайшее время. Говорят, что решение данной задачи было дано самим И. Бернулли, Г. Лейбницем, Я. Бернулли и еще одним автором без подписи. Позже выяснилось, что решение без подписи дал И. Ньютон.
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Формула (5.1) определяет время движения тела по любой кривой 
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 соответственно, то задача о брахистохроне сводится к следующей задаче: минимизировать функционал
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(5.2)
при условиях 
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(5.3)
при условиях
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(5.4)
где 
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 – заданное число. Краевая задача оптимального управления (5.3), (5.4) может быть решена методом, изложенным в Гл. IV.

Принцип погружения. Поскольку отсутствуют фазовое и интегральное ограничения, 
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Так как 
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Тогда функция 
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Теперь оптимизационая задача (5.3), (5.4) запишется в виде: минимизировать функционал
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(5.5)
при условиях
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(5.6)

В отличие от исходной краевой задачи (5.3), (5.4), оптимизационная задача (5.5), (5.6) является задачей оптимального управления со свободным правым концом траектории.


Построение оптимального решения. Обозначим через
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Вычислим частные производные
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Производная Фреше функционала 
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 – решение дифференциального уравнения
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Минимизирующая последовательность определяется по формуле
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§ 5.1. Задача о стабилизации спутника


Рассмотрим задачу об управлении движением спутника с тремя реактивными двигателями с минимальным количеством расхода топлива. Данная задача была исследована в работах *, **,***.


Минимизировать расход топлива, заданный в виде функционала
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(5.7)

при условиях, когда уравнение движения спутника имеет вид
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      (5.8)

с краевыми условиями
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(5.9)

при наличии ограничений на значения управления
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Введем следующее обозначения
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Теперь задача (5.7) – (5.10) запишется в виде: минимизировать функционал


[image: image68.wmf]ò

®

=

×

1

0

2

inf

|

)

(

|

))

(

(

t

dt

t

u

u

J





  (5.11)

_______________________________________________________________

* Иослович И. О., Борщевский М. З. Некоторые задачи оптимизации стабилизации симметричного спутника // Космические исследования. – 1956. - Вып. 3. 

* Крылов И. А. Численное решение задачи об оптимальной стабилизации спутника // ЖВМ и МФ. – 1968. -  8, № 1.

* Федоренко Р. П. Метод проекции градиента в задачах оптимального управления. – М.: ИПМ АН СССР, 1975, № 5.

при условиях
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Принцип погружения. Рассмотрим линейную управляемую систему


[image: image71.wmf],

0

)

(

,

)

0

(

],

,

0

[

,

1

0

1

2

1

1

0

=

=

=

Î

+

=

t

y

x

y

t

I

t

w

B

w

B

y

&



   (5.14)

                                 
[image: image72.wmf]).

,

(

)

(

),

,

(

)

(

3

2

2

3

2

1

R

I

L

w

R

I

L

w

Î

×

Î

×


        

      (5.15)

По исходным данным системы (5.14), (5.15) определим следующие матрицы и векторы
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Здесь 
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. Как следует из формул (5.16) – (5.20), скалярные функции
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Задача оптимального управления (5.11) – (5.13) равносильна следующей задаче: минимизировать функционал
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где функция 
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 Задача оптимального управления (5.21) – (5.24) может быть представлена в виде:
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Существование решения. Для существования решения исходной задачи необходимо существование тройки 
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Допустимое управление. Если тройка  
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Оптимальное решение. Вычислим значение
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Теперь исходная задача (5.7) – (5.10) запишется так
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при условиях
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Пусть 
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Тогда задача оптимального управления (5.21) – (5.24) имеет вид: минимизировать функционал
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Соответствующая линейная управляемая система имеет вид
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Введем следующие обозначения
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Функция 
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Далее, методом сужения области допустимых управлений решается следующая задача оптимального управления:
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§ 5.3. Задача вертикального подъема ракеты – зонда


Уравнение движения ракеты – зонда имеет вид *
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Введем следующие матрицы и векторы
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Теперь задача оптимального управления (5.27), (5.28) запишется в виде
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при условиях
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Принцип погружения. Соответствующая линейная управляемая система
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* Энеев Т. М. О применении градиентного метода в задачах оптимального управления // Космические исследования. – 1966. - 5, № 5. - С. 651.
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Определим следующие матрицы и векторы
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Существование решения. Рассмотрим начальную задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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при условиях
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Если 
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§5.4. Задача о спуске космического аппарата

Рассмотрим уравнение движения управляемого космического аппарата при входе в плотные слои атмосферы *:
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Начальное состояние


[image: image221.wmf],

00171

,

0

)

0

(

,

157368

,

0

)

0

(

,

008725

,

0

)

0

(

,

6471

)

0

(

4

3

2

1

=

-

=

-

=

=

x

x

x

x

   (5.37)
_______________________________________________________________


* Величко В.В. О задаче минимума максимальной перегрузки // Космические исследования. – 1972. – Вып.5. – С.700-710.
конечное состояние
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Задача состоит в определении управления 
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Введем следующие векторы и матрицы, функции
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при условиях
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Принцип погружения. Соответствующая линейная управляемая система 
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Определим следующие векторы и матрицы
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Существование решения. Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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при условиях
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при условиях
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Методом сужения области допустимых значении решается задача (5.47) - (5.50) для различных значений 
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§5.5. Задача о движении тела переменной массы
Уравнение движения управляемой системы имеет вид *
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конечное состояние
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_______________________________________________________________


* Федоренко Р.П. Приближенное решение задач оптимального управления. – М.: Наука, 1978. 
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Теперь задача оптимального управления (5.51) - (5.55) запишется в виде: максимизировать функционал
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при условиях
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(5.59)

Принцип погружения. Соответствующая линейная управляемая система 
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Определим следующие векторы  и матрицы
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где функция 
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 - решение начальной задачи Коши
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Существование решения. Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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(5.60)

при условиях
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(5.34)

где 
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Если 
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 - оптимальное управление для задачи (5.60) - (5.62), значение 
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Оптимальное решение. Выберем значение 
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при условиях
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Пусть 
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